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Soit £ un espace vectoriel normé, ¥ un sous espace vectoriel de £, de dimension
finie » et f un élément de E, ¢ V. On dit que g € V est meilleure approximation de f
dans V si || f—gll=Inf{|| f—gl,geV}. 11 est bien connu (P. J. Laurent,
“Approximation et optimization,” Hermann, Paris, 1972; I Singer, “Best
Approximation in Normed Linear Spaces by Elements of Linear Subspaces,”
Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg/New York, 1970) que I'ensemble £(f, V') des
meilleures approximations de f dans ¥ est une partie compacte convexe non vide de
V. Soit alors f;,..., f, une base de V, il est clair que la fonction ¢ définie sur R"*! par
B(Xfyoees Xs Xp 1) =X 1+ - + X, fu+Xue S ]| est une norme de R"*!, et que
g=2r %f;eZ(f, V) si et seulement si x=(X,,...,%,)eK(f..f) ou K(f,,f)=
{(F=F1rm Fa)ER", (7, —1)=Inf, .- §(y, —1)} est Tensemble des meilleures
approximations de e, ; dans R” au sens de la norme ¢ (e; désigne le i™ vecteur de
la base canonique de R**'). Ce papier est consacré a Ja démonstration de ce
résultat important: Pour toute partie compacte convexe non vide K de R”, il existe
dans C([a, b], R) (I'espace de Banach des fonctions numériques continues définies
sur lintervalle fermé borné [a, ] de R), ou plus généralement dans un espace nor-
mé universel, n+ 1 vecteurs linéairement indépendants f,.,..., f,, f tels que K(f;, f)
soit exactement K. © 1985 Academic Press, Inc.

I. INTRODUCTION

Trés souvent dans la pratique la recherche d’un élément ge Z(f, V)
passe par la détermination d’un élément xe K(f;, f) [9-11, 37, 38]. La
norme ¢ de R"*! ainsi définie est dite générée par la norme de E. On
établit alors un isomorphisme isométrique entre V'@ Rf (la somme directe
de V et du sous espace vectoriel engendré par f), muni de la norme induite,
et R"* ! muni de la norme ¢.

De cette maniére, I’étude de la structure de 'ensemble Z(f, V') se rameéne
a I’étude de la structure de K(f;, ). Avant nos travaux, trés peu de choses
ont été connues sur la structure de ces ensembles, 4 part des conditions suf-
fisantes portant sur E ou V pour qu’il ait unicité de g [12, 38, 50]. De par
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ses nombreuses et diverses applications en analyse fonctionnelle et par-
ticulirement en analyse numérique, le cas de C([a, b], R) revét une impor-
tance exceptionnelle, surtout dans les problémes d’approximation linéaire
dont la connaissance de la structure de £(f, V) en faciliterait de beaucoup
la résolution. Ce travail est composé de deux parties. La premiére est con-
sacrée a I'¢tude de la classe de normes de R” générées par les normes des
espaces de Banach E (il est clair qu’'une norme ¢ de R" est générée par la
norme de E si 'espace de Banach (R”, ¢) est isométriquement isomorphe a
un sous espace vectoriel de E). On y met 'accent particulier sur le cas des
espaces fonctionnels usuels L?(X, u), C(S, F) (S étant un espace métrique
compact et F un espace de Banach), des espaces de Banach L(E, F) des
applications linéaires continues et des espaces de Hilbert.

En général pour un espace de Banach E donné, il est trés difficile de dire
si une norme ¢ de R” est générée par la norme de E car trés souvent pour
répondre a cette sorte de questions on doit avoir recours a la théorie con-
structive des fonctions; i.e., donner des conditions suffisantes portant sur

{fl ’"-afn} pour que
H(xype ) =11 14 - 2,10l V(% X, ) € R"

et puis montrer 'existence de tels (f;} par leur construction.

Apres avoir présenté des résultats relatifs a des normes simples de R”
générées par les normes de ces espaces de Banach usuels, nous donnons la
caractérisation compléte de la classe de normes de R" générées par la
norme hilbertienne et par la norme de convergence uniforme sur [a, b] de
l'espace C([q, b], R).

Dans le cas de C([a, b], R), on peut démontrer directement le résultat
suivant, en utilisant la caractérisation des espaces de Péano (i.e., les espaces
métriques compacts, connexes et localement connexes) [18, 24, 547:

La norme de C([a, b], R) génére toutes les normes de R". Ce résultat
primordial peut aussi étre déduit de Puniversalité de C([qg, 5], R), (un
espace métrique E séparable est dit universel si tout espace métrique
séparable est isomeétrique a4 un sous espace de E) [15, 39].

Sauf si E est un espace de Hilbert, la norme de 'espace dual £’ ne génére
pas nécessairement la norme duale ¢* de ¢ qui est générée par le norme de
E. On peut cependant établir une condition suffisante pour que cette
propriété soit verifiee. Tenant compte du travail de Kakutani [31], ce
résultat nous offre en méme temps une caractérisation des espaces hilber-
tiens.

L’¢tude de la classe de normes de R” générées par les normes des espaces
de Banach (dont nous donnons un résumé succint ci-dessus) fait partie de
nos travaux précédents [43, 44]. Cette étude, qui est assez longue, n’est pas
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incluse dans notre présent papier (la deuxiéme partie), qui est consacre a la
démonstration de ce résultat primordial:

Pour toute partie compacte convexe non vide K de R” il existe une
norme ¢ de R"*! telle que K représente exactement I'ensemble des
meilleures approximations linéaires de e, , , dans

R™ K= %(e,,,, R").

Notre démonstration se fait par la construction d’une telle norme ¢.

Les résultats de la premiére partie permettent alors d’obtenir la con-
clusion principale suivante:

Pour toute partie compacte convexe non vide K de R”, il existe n+ 1 vec-
teurs {f},..f,,f} linéairement indépendants dans C([a, b], R) ou plus
généralement dans un espace normé universel, tels que

K(fi,f)=K

Nous avons ainsi résolu le probléme inverse du lieu des meilleures
approximations linéaires.

II. PROBLEME INVERSE DU LIEU DES MEILLEURES
APPROXIMATIONS LINEAIRES

1. Position du probléme

Soit K une partie compacte convexe non vide de R”, existe-t-il un espace
de Banach E dans lequel on puisse trouver n+ 1 éléments linéairement
indépendants fi,..., f,,, ftels que g* =3>7_, k, f; est meilleure approximation
de f'dans V—sous-espace vectoriel engendré par f},..., f,—si et seulement si
k=(k)ek

Autrement dit dans R”* ! muni de la norme ¢ générée par la norme de E:

¢(xl""’ X,,,x,,+1)= ”x1f1+ +xnfn+xn+1.f”s
on a
K=K(f;,f)-

2. Résolution du probléme

On va commencer par démontrer géométriquement I'existence d’une
norme ¥ de R"*! telle que 'ensemble des meilleures approximations de
e, dans R", au sens de la norme ¥, est exactement K.

Pour cela soit a un point de K, on note V,, le sous espace vectoriel de R”
engendré par la partie K—a (la translatée de K) dont la dimension est m
{(m< n), m est aussi la dimension de la partie convexe K.
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Soit (g;), i=1,.., n, une base de R" telle que les m premiers ¢,,..., ¢, for-
ment une base de V,,,.

Soit e, , le (n+1)*™ vecteur de la base canonique (e,), (i=1,.,n+1),
de R"*!et K’ la transformée de K par la symétrie par rapport au point

€ni1t
K’=2€n+1_K.

I est clair que K’ est une partie compacte convexe de R”* . Dans I'hyper-
plan H=R"+e,,;, soit I' la réunion des segments [b,,b;]
(i=m+1,.., n), symétriques par rapport a e, , :

eny1=(b;+b;)/2
et paralleles aux vecteurs (¢;) (i=m+1,.., n),
bi=e, |+ ¢, i=m+1,..,n(1eR, 1,;#0).

I est évidemment compact comme réunion finie de compacts [b;, 5/]. On
note C l'enveloppe convexe de la réunion KUK U T,

ProposITION 1. La partie convexe C ainsi construite posséde les
propriétés suivantes:
(i) C est symétrique par rapport a e,, . 1.
(i) Lintérieur C de C est non vide et e, , € C.
(iii) Lhyperplan Ho= {x= (X, Xp Xp, 1 )ER"T x,, =0} que
l'on peut identifier a R", est d’appui de C et que
R"nC=K.
(iv) C est une partie compacte de R"*'.

Remarque.: On suppose toujours I'espace R”*! normé pour pouvoir
parler des notions topologiques comme C, compacité de C.

Vérification. (i) C est symétrique par rapport a e, car la partie
KUK uT Pest.
(ii) L'intérieur de C est non vide car dim(C)=n+1ete,, cC car
e, . est le centre de symétrie de C [3, 6, 33, 46, 511.
(iii) Le demi-espace fermé défini par {x = (X1, X, X4 1)y Xp41>0}
contient KU K' v I, donc contient son enveloppe convexe C.

H, est par suite un hyperplan d’appui de C.
Soit A I'enveloppe convexe de la réunion I"U K'. A est contenu dans le
demi-espace fermé {x = (xy,..., X,, X,,,)€R"* !, x, . > 1} et que H est un
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hyperplan d’appui de 4. Il est clair que C est aussi 'enveloppe convexe de
Au K par suite, puisque 4 et K sont deux parties convexes, on peut €crire

C={x=p+u; A, uz20i+u=letued, vek}
= {[u v], (u,v)e Ax K}.
D’ou
CoR"={) {[u,v]nR", (u,v)e A xK}.

Or pour tout couple (i, v)e A x K, [u, v]nR”= {v} car le sous espace vec-
toriel R” ne rencontre pas le demi-espace fermé {x = (x(,.., X,, X, )€
R**' x,,, =1}, par conséquent

CnR*=K

(iv) La réunion Ku K’ u I est compacte, il en est de méme pour son
enveloppe convexe C [3, 6, 15, 33, 46, 51].

PROPOSITION 2. Pour toute partie compacte convexe non vide K de R", il
existe une norme W de R"*! telle que [lensemble des meilleures
approximations de e, , , dans R", au sens de la norme ¥, est exactement K.

Vérification. C’est une conséquence immédiate de la proposition 1. En
effet, soit Co=C—e,, ; d’aprés la proposition 1, C, est une partie com-
pacte convexe d’intérieur non vide (dim Cy=n+ 1), symétrique par rap-
port a Yorigine.

Par suite la jauge ¥ de C, définie par [3, 6, 15, 33]

P(x)=inf{p =0, xe pCy}

est bien une norme de R"* ! telle que Co= {xeR"*', ¥(x) < 1}. Il est alors
clair que, dans R"*! muni de la norme ¥, I'ensemble des meilleures
approximations de ¢, , dans R” est exactement K.

Remargue. De par sa construction méme, on voit qu'une telle norme ¥
n'est pas unique. Dans [43,44], Pauteur a étudié¢ diverses constructions
simples de ¥ pour certaines formes particuliéres de K. La proposition 2
permet d’obtenir le résultat suivant qui constitue la résolution du probléme
inverse du lieu des meilleures approximations linéaires:

PROPOSITION 3.  Pour toute partie compacte convexe non vide K de R", il
existe dans lespace de Banach C([a, b], R) ou plus généralement dans un
espace normé universel quelconque E, n+ 1 vecteurs linéairement indépen-
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dants fi,... [, f tels que g*=3"_k,f, est meilleure approximation de f
dans V (V étant le sous espace vectoriel engendré par f,,..f,), si et
seulement si k= (k;)e K. Autrement dit K= K{(f,, f).

Vérification. L’espace normé E est universel, il existe alors dans E, n+ 1
vecteurs linéairement indépendants f1,..., f,,, f tels que

Y’(xlr'-’ xmxn+1)=”x1f1+ +xnfn+xn+l n+1”'

¥ eétant une norme dans la proposition 2. La démonstration de la
proposition 3 est par suite immédiate.

ITI. DETERMINATION DES (f;) DANS C([a, b], R")

Avec la résolution du probléme inverse du lieu des meilleures
approximations linéaires, on s’intéresse évidemment, pour des raisons a la
fois pratiques et théoriques, & la détermination des f,..,f,, f dans
C([a, b], R) vérifiant la proposition 3.

Autrement dit pour toute norme ¢ de R”, on cherche a expliciter les
15 fndans C([a, b], R) tels que

¢(xl’"" xn) = “xlfl + -+ xnfn”’ Vx = (xl 9uees xn) eR"
Cette propriété est équivalente a
¢(xl’"'7 xn)=||x1fl+ +xnfn||a Vx=(X1,..., xn)es(¢) (*)

en notant S(¢)= {xeR", ¢(x)=1}, la frontiére de la boule unit¢ U(¢)=
{xeR", ¢(x)<1} de la norme ¢.

Ce probléme fait partie du travail de notre premiére partic [43, 44].
Nous y avons démontré que f),..., f, dans C([a, ], R) vérifie la proriété (*)
si et seulement si

Exp(¢*) = I'= U(¢*)

ou ¢* est la norme duale de la norme ¢ et Exp(¢*) désigne I'ensemble des
points exposés de U(¢*) [3, 6, 33, 46, 51].
Soit 0 l'application continue de [a, b] dans R”, définie par

0([) = (fl(t)r'"fn(t))'

L’ensemble /" désigne ainsi la réunion 6([a, 56])v (—06([a, ])).

Il est clair que I" est une partie compacte, par suite si /' contient
Exp(¢*), alors I'ensemble Ext(¢*) des points extrémaux de U(g*) est
nécessairement contenu dans /" [3, 6, 46, 51]. De plus si la norme ¢* est
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strictement convexe (ce qui est équivalent a la différentiabilité de la norme
¢ [15, 33, 46]), alors

Exp(¢*) = Ext(¢*) = S(¢*).
Dans ce cas les inclusions précédentes deviennent
S(¢*)= ' U(g*).

On peut donc regarder le probléme de détermination des (f;) dans
C([a, b], R) comme un cas particulier de I’étude générale des représen-
tations paramétriques des espaces de Péano (i.e., des espaces métriques
compacts, connexes et localement connexes qui sont caractérisés comme
I'image continue de [a, b]) [18, 24, 54].

Cette ¢tude importante est au carrefour de la théorie de I'ensemble, la
topologie générale, la topologie algébrique et de la théorie constructive des
fonctions.

Dans [43,44], nous avons pu expliciter les f,,..., f, dans C([a, b], R)
telles que 6([a, b]) = S(¢,) ou 6([a, b])=S(¢.), les ¢, désignent les nor-
mes de Holder d’ordre p sur R™

n 1/p
b0=| 3 x|
i=1
Pour le cas de la norme ¢, les expressions explicites des f; sont obtenues a
l'aide de I'ensemble triadique de Cantor et de la représentation en systéme
binaire des nombres de [0, 1]. Dans le cas de la norme ¢, les expressions
explicites des f; sont obtenues a l'aide du résultat de Kiyoshi Iseki qui est

basé sur les développements binaires et ternaires des nombres de [0, 1].

Il est clair que la connaissance d’une représentation paramétrique de
S(¢) permet de déterminer une représentation paramétrique de S(¥), avec
¥ une norme quelconque; car les frontiéres de la boule unité d’une norme
sont deux a deux homéomorphes. Cependant il est toujours intéressant,
pour des raisons pratiques, d’obtenir des expressions simples de telles f;.
C’est un probléme trés important qui reste encore ouvert.
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