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Soit E un espace veetoriel norme, V un sous espaee veetoriel de E, de dimension
finie n etfun element de E,j¢ V. On dit que ge Vest meilleure approximation def
dans V si lIf-gll = Inf{lIf-gll,ge V}. II est bien eonnu (P. 1. Laurent,
"Approximation et optimization," Hermann, Paris, 1972; I. Singer, "Best
Approximation in Normed Linear Spaces by Elements of Linear Subspaees,"
Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg/New York, 1970) que l'ensemble ft'(j, V) des
meilleures approximations de f dans Vest une partie eompaete eonvexe non vide de
V. Soit alors fl ,...,fn une base de V, il est clair que la fonetion ¢ definie sur IR" +, par
¢(x"""xn,xn+d=lIxdl+'" +xnfn+Xn+lfll est une norme de JRn+l, et que
g=I7~liJieft'(j, V) si et seulement si i=(i1, ...,in)eK(f,,f) OU K(ji,f)=
{y=(jil, ...,Yn)eJRn, ¢(y, -1)=InfyER"¢(Y, -I)} est I'ensemble des meilleures
approximations de en + I dans JRn au sens de fa norme ¢ (e i designe Ie i eme veeteur de
la base eanonique de JRn + '). Ce papier est eonsaere a la demonstration de ce
resultat important: Pour toute partie eompaete eonvexe non vide K de JRn, iI existe
dans q[a, b], JR) (I'espaee de Banach des fonetions numeriques continues definies
sur I'intervalle ferme borne [a, b] de JR), ou plus generalement dans un espace nor
me universel, n + I veeteurs lineairement independants f, ,...,fn' f tels que K(f,,f)
soit exaetement K. © 1985 Academic Press, Inc.

I. INTRODUCTION

Tres souvent dans la pratique la recherche d'un element g E .!l'(j, V)
passe par la determination d'un element xE.K(/;,f) [9-11, 37, 38]. La
norme <p de IR n + 1 ainsi definie est dite generee par la norme de E. On
etablit alors un isomorphisme isometrique entre V EEl IRf (la somme directe
de Vet du sous espace vectoriel engendre par f),muni de la norme induite,
et IR n + 1 muni de la norme <p.

De cette maniere, l'etude de la structure de l'ensemble .!l'(j, V) se ramene
a l'etude de la structure de K(/;,f). Avant nos travaux, tres peu de choses
ont ete connues sur la structure de ces ensembles, apart des conditions suf
fisantes portant sur E ou V pour qu'il ait unitite de g [12, 38, 50]. De par
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ses nombreuses et diverses applications en analyse fonctionnelle et par
ticulierement en analyse numerique, Ie cas de C( [a, b], IR) revet une impor
tance exceptionnelle, surtout dans les problemes d'approximation lineaire
dont la connaissance de la structure de fe(f, V) en faciliterait de beaucoup
la resolution. Ce travail est compose de deux parties. La premiere est con
sacree it l'etude de la classe de normes de IRn generees par les normes des
espaces de Banach E (il est clair qu'une norme r/J de IR n est generee par la
norme de E si l'espace de Banach (IR n

, r/J) est isometriquement isomorphe it
un sous espace vectoriel de E). On y met l'accent particulier sur Ie cas des
espaces fonctionnels usuels LP(X, J1), C(S, F) (S etant un espace metrique
compact et F un espace de Banach), des espaces de Banach L(E, F) des
applications lineaires continues et des espaces de Hilbert.

En general pour un espace de Banach E donne, il est tres difficile de dire
si une norme r/J de IR n est generee par la norme de E car tres souvent pour
repondre it cette sorte de questions on doit avoir recours it la theorie con
structive des fonctions; i.e., donner des conditions suffisantes portant sur
{ft>...,fn} pour que

et puis montrer l'existence de teIs (fJ par leur construction.
Apres avoir presente des resultats relatifs it des normes simples de IR n

generees par les normes de ces espaces de Banach usuels, nous donnons la
caracterisation complete de la classe de normes de IR n generees par la
norme hilbertienne et par la norme de convergence uniforme sur [a, b] de
l'espace C([a, b], IR).

Dans Ie cas de C( [a, b], IR), on peut demontrer directement Ie resultat
suivant, en utilisant la caracterisation des espaces de Peano (i.e., les espaces
metriques compacts, connexes et localement connexes) [18, 24, 54]:

La norme de C([a, b], IR) genere toutes les normes de IRn. Ce resultat
primordial peut aussi etre deduit de l'universalite de C( [a, b], IR), (un
espace metrique E separable est dit universel si tout espace metrique
separable est isometrique it un sous espace de E) [15,39].

Sauf si E est un espace de Hilbert, la norme de l'espace dual E' ne genere
pas necessairement la norme duale r/J* de r/J qui est generee par Ie norme de
E. On peut cependant etablir une condition suffisante pour que cette
propriete soit verifiee. Tenant compte du travail de Kakutani [31], ce
resultat nous offre en meme temps une caracterisation des espaces hilber
tiens.

L'etude de la classe de normes de IR n generees par les normes des espaces
de Banach (dont nous donnons un resume succint ci-dessus) fait partie de
nos travaux precedents [43, 44]. Cette etude, qui est assez longue, n'est pas
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incluse dans notre present papier (la deuxieme partie), qui est consacre ala
demonstration de ce resultat primordial:

Pour toute partie compacte convexe non vide K de IR n
, iI existe une

norme rP de IR n + 1 telle que K represente exactement I'ensemble des
meilleures approximations Iineaires de en + 1 dans

Notre demonstration se fait par la construction d'une telle norme rP.
Les resuItats de la premiere partie permettent alors d'obtenir la con

clusion principale suivante:
Pour toute partie compacte convexe non vide K de IR n

, il existe n + 1 vec
teurs Ul,... ,fn,f} lineairement independants dans C([a, b], IR) ou plus
generalement dans un espace norme universel, tels que

Nous avons ainsi resolu Ie probleme inverse du lieu des meiIIeures
approximations Iineaires.

II. PROBLEME INVERSE DU LIEU DES MEILLEURES

APPROXIMAnONS LINEAIRES

1. Position du probleme

Soit K une partie compacte convexe non vide de IR n
, existe-t-il un espace

de Banach E dans lequel on puisse trouver n + 1 elements Iineairement
independants fll ...,fn,f tels que g* =L7= 1 kJj est meiIIeure approximation
de f dans V-sous-espace vectoriel engendre par fll ...,fn-si et seulement si
k=(kJEK. '

Autrement dit dans IR n + I muni de la norme rP generee par la norme de E:

on a

2. Resolution du probleme

On va commencer par demontrer geometriquement I'existence d'une
norme 'P de IRn + I telle que I'ensemble des meiIIeures approximations de
en + 1 dans IR n, au sens de la norme 'P, est exactement K.

Pour cela soit a un point de K, on note VmIe sous espace vectoriel de IRn
engendre par la partie K - a (la translatee de K) dont la dimension est m
(m ~ n), m est aussi la dimension de la partie convexe K.



84 PHAM DlNH TAO

Soit (6;), i = 1,..., n, une base de IR n telle que les m premiers 6 1"", 6m for
ment une base de Vm'

Soit en + I Ie (n + 1)eme vecteur de la base canonique (e;), (i = 1,..., n + 1),
de IR n + I et K' la transformee de K par la symetrie par rapport au point
en + I:

K'=2en + I -K.

11 est clair que K' est une partie compacte convexe de IR n + I. Dans l'hyper
plan H=lR n +en +l, soit r Ia reunion des segments [bi,bJ
(i = m + 1,..., n), symetriques par rapport it en + I:

et paralleles aux vecteurs (6;) (i = m + 1,... , n),

i=m + 1,..., n (A;E IR, A;#O).

rest evidemment compact comme reunion finie de compacts [bi' b:J. On
note C l'enveloppe convexe de Ia reunion K uK' u r.

PROPOSITION 1. La partie convexe C ainsi construite possede les
proprietes suivantes:

(i) C est symetrique par rapport aen + I'

(ii) L'interieur Cde C est non vide et en + lEe.
(iii) L'hyperplan Ho={x=(x!>,,,,Xn,Xn+I)EIRn+!,Xn+I=O} que

['on peut identifier a IRn, est d'appui de C et que

(iv) C est une partie compacte de IRn+l
•

Remarque.' On suppose toujours l'espace IRn+ I norme pour pouvoir
parler des notions topoIogiques comme C, compacite de C.

Verification. (i) C est symetrique par rapport it en+I car Ia partie
Ku K' u r l'est.

(ii) L'interieur de C est non vide car dim( C) = n + 1 et en + lEe car
en + I est Ie centre de symetrie de C [3, 6, 33, 46, 51].

(iii) Le demi-espace ferme defini par {x = (XI,"" Xn, Xn+ I), Xn+ I ~ O}
contient Ku K' u r, donc contient son enveloppe convexe C.

H o est par suite un hyperplan d'appui de C.
Soit A l'enveloppe convexe de la reunion ru K'. A est contenu dans Ie

demi-espace ferme {x = (x!> ..., Xn, Xn+d E IRn+ I, Xn+I ~ I} et que H est un
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hyperplan d'appui de A. II est clair que C est aussi l'enveloppe convexe de
A v K par suite, puisque A et K sont deux parties convexes, on peut ecrire

C = {x = AJL + JLV; A, JL ~ 0, A+ JL = 1 et u E A, v E K}

=U {[u,v],(u,v)EAxK}.

D'ou

C n IR n = U {[u, v] n W, (u, v) E A x K}.

Or pour tout couple (u, v) E A x K, [u, v] n IR n = {v} car Ie sous espace vec
toriel IR n ne rencontre pas Ie demi-espace ferme {x=(xl, ...,xn,Xn+I)E
IRn + I, X n + I ~ I}, par consequent

CnW=K.

(iv) La reunion K v K' v rest compacte, il en est de meme pour son
enveloppe convexe C [3, 6, 15,33,46,51].

PROPOSITION 2. Pour toute partie compacte convexe non vide K de IRn
, if

existe une norme 'P de IR n + 1 telle que /'ensemble des meilleures
approximations de en+ I dans IR n

, au sens de la norme 'P, est exactement K.

Verification. C'est une consequence immediate de la proposition 1. En
eiTet, soit Co = C - en + I; d'apres la proposition 1, Co est une partie com
pacte convexe d'interieur non vide (dim Co = n + 1), symetrique par rap
port a l'origine.

Par suite la jauge 'P de Co definie par [3, 6, 15, 33]

'P(x) = inf{p ~ 0, x E pCo}

est bien une norme de IR n + I telle que Co = {x E IR n + I, lJI(x):::;; 1}. II est alors
clair que, dans IRn + I muni de la norme lJI, I'ensemble des meilleures
approximations de en + I dans IRn est exactement K.

Remarque. De par sa construction meme, on voit qu'une telle norme lJI
n'est pas unique. Dans [43, 44], I'auteur a etudie diverses constructions
simples de lJI pour certaines formes particulieres de K. La proposition 2
permet d'obtenir Ie resultat suivant qui constitue la resolution du probleme
inverse du lieu des meilleures approximations lineaires:

PROPOSITION 3. Pour toute partie compacte convexe non vide K de IRn
, it

existe dans /'espace de Banach C( [a, b], IR) ou plus genera/ement dans un
espace norme universe/ que/conque E, n + 1 vecteurs lineairement indepen-
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dants 11,...,fn, I tels que g* = L7~ 1 kJj est meilleure approximation de I
dans V (V hant Ie sous espace vectoriel engendre par 11,...,fn), si et
seulement si k = (kJ E K. Autrement dit K = K(fj,f).

Verification. L'espace norme E est universel, il existe alors dans E, n + 1
vecteurs lineairement independants 11 ,... ,fn, I teis que

'P etant une norme dans la proposition 2. La demonstration de la
proposition 3 est par suite immediate.

III. DETERMINATION DES (fJ DANS C([a, b], IR n
)

Avec la resolution du probl<~me inverse du lieu des meilleures
approximations lineaires, on s'interesse evidemment, pour des raisons a la
fois pratiques et theoriques, a la determination des 11, ... ,fn, I dans
C([a, b], IR) verifiant la proposition 3.

Autrement dit pour toute norme ¢J de IR n
, on cherche a expliciter les

Il> ...,fn dans C([a, b], IR) teis que

Cette propriete est equivalente a

en notant S(¢J) = {x E W, ¢J(x) = I}, la frontiere de la boule unite U(¢J) =
{x E IR n

, ¢J(x) ~ 1} de la norme ¢J.
Ce probleme fait partie du travail de notre premiere partie [43, 44].

Nous y avons demontre que 11 ,...,fn dans C( [a, b ], IR) verifie la proriete (*)
si et seulement si

Exp(4)*) ere U(4)*)

ou ¢J* est la norme duale de la norme ¢J et Exp(¢J*) designe l'ensemble des
points exposes de U(¢J*) [3,6, 33,46, 51].

Soit () l'application continue de [a, b] dans W, definie par

()( t) = (11 (t ), ...,fn( t)).

L'ensemble r designe ainsi la reunion ()( [a, b]) u ( - ()( [a, b])).
II est clair que rest une partie compacte, par suite si r contient

Exp(¢J*), alors l'ensemble Ext(¢J*) des points extremaux de U(4)*) est
necessairement contenu dans r [3, 6, 46, 51]. De plus si la norme ¢J* est
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strictement convexe (ce qui est equivalent 11 la ditTerentiabilite de la norme
</J [15, 33, 46]), alors

Exp(</J*) = Ext(</J*) =S(</J*).

Dans ce cas les inclusions precedentes deviennent

S(r/J*) e Fe U(r/J*).

On peut done regarder Ie probleme de determination des (f;) dans
C([a, b], IR) comme un cas particulier de l'etude generale des represen
tations parametriques des espaces de Peano (i.e., des espaces metriques
compacts, connexes et localement connexes qui sont caracterises comme
l'image continue de [a, b]) [18, 24, 54].

Cette etude importante est au carrefour de la theorie de l'ensemble, la
topologie generale, la topologie algebrique et de la theorie constructive des
fonctions.

Dans [43,44], nous avons pu expliciter les Il> ...,fn dans C([a, b], IR)
telles que O([a, b]) =S(r/J2) ou O([a, bJ) =S(r/JocJ, les </Jp designent les nor
mes de Holder d'ordre p sur IR n

:

Pour Ie cas de la norme r/J2les expressions explicites des /; sont obtenues 11
l'aide de l'ensemble triadique de Cantor et de la representation en systeme
binaire des nombres de [0, 1]. Dans Ie cas de la norme r/J 00' les expressions
explicites des /; sont obtenues 11 l'aide du resultat de Kiyoshi Iseki qui est
base sur les developpements binaires et ternaires des nombres de [0, 1].

II est clair que la connaissance d'une representation parametrique de
S(r/J) permet de determiner une representation parametrique de S( '1'), avec
'I' une norme quelconque; car les frontieres de la boule unite d'une norme
sont deux 11 deux homeomorphes. Cependant il est toujours interessant,
pour des raisons pratiques, d'obtenir des expressions simples de telles Ii'
C'est un probleme tres important qui reste encore ouvert.
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